Lecon 105 - Groupe des permutations d’un ensemble fini. Applications.
. Généralités sur le groupe symétrique. —
. Définition et propriétés. —

— Def : Pour tout n > 1, on note X, le groupe des bijections de {1,..,n}, appelé
n-iéme groupe symétrique.

— Pro : 3, est un groupe, de cardinal Card(X,) = n!.

— Not : On peut représenter o € ¥,, par la matrice (0(11) h U(nn)>

— Rem : Pour tout 1 < i < n, pour tous 0,7 € X,,, 0.7(i) = o(7(4)).

— Rem : Pour E un ensemble fini de cardinal n, on peut faire agir ¥, sur E en
numérotant les éléments de E.

— Pro : Pour tout m <n, on a un isomorphisme de groupes M., ,,Stabs, (i) et Xp,.
On a ainsi un morphisme injectif de ¥, dans %,,.

— Pro : Soit G un groupe fini de cardinal n. L’application g € G — (2 +— g.x.g” ') €
Bij(G) est un morphisme de groupes injectif.

On a ainsi un sous-groupe de ¥, isomorphe a G.

— Théoréme de Cayley : L’image de G par g — (z +— g.x.g~!) est un sous-groupe
transitif de X,,.

— Def : Soit K un corps et B la base canonique de K™. Pour tout o € ¥, on définit
T, la matrice dont le coefficient (i,5) vaut 1 si i = o(j) et 0 sinon, et on 'appelle
matrice de permutation associée a o.

— Pro: c€X,— T, € Gl,(K) définit un morphisme de groupes injectif.

Pour tout groupe fini G, on a ainsi un morphisme de groupes injectif de G vers
Gloardaay(K)-
— Pro : Pour K = F,, le sous-groupe UT,,(F,) des matrices triangulaires supérieures

n(n—1)

avec des 1 sur la diagonale est de cardinal p™— 2
C’est donc un p-Sylow de GI,,(F,).

— App : Premier théoreme de Sylow : Pour G groupe fini de cardinal n et pour tout
p premier tel que p|n, G posseéde un p-Sylow.

. Orbites et cycles. —

— Def : On définit le support de o par Supp(o) := {1,..,n} — ({1,..,n}?).

— Pro : Deux permutations a support disjoint commutent.

— Def+Pro : Une transposition est une permutation ¢ dont le support possede exacte-
ment deux éléments {i,j}. On la note alors o := (i, 7) car a o(i) = j,o(j) = 1.
Pour tout 2 < k < n, un k-cycle est une permutation o dont le support est de
cardinal k et telle que Supp(oc) = Orb,(i) pour un i € Supp(c). On la note
o = (i,0(i),02(i),..,0"1(i)). Pour tout j € Supp(c), il existe 0 < | < k — 1
tq j = ol (i).

Un cycle ¢ est un k-cycle pour un certain 2 < k < n. On dit alors que c est de
longueur k.

Pro : Pour tout n > 3, le centre de ¥,, est réduit a {Id}.

Par exemple, (1,2)(1,2,3) = (2,3) # (1,2,3)(1,2) = (1,3).

Pro : Pour tout 1 < k < n, pour tous i1, ..,4; distincts, on a (i1,4a,..,45) =
Pro : L’ensemble des k-cycles de ¥, est de cardinal (}).(k — 1)! = w
Thm : Toute permutation o € ¥, se décompose en produit de cycles ci,..,¢, a
support disjoint. On a alors Supp(c) = U;Supp(c;).

De plus, cette décomposition est unique a ’ordre pres.

Def : On appelle type de o € ¥, 1a liste [y, .., s des cardinaux des orbites de o sur
{1,..,n}, rangés dans l'ordre croissant.

Pro: Les(; # 1 du type de o sont les longueurs des cycles ¢y, .., ¢, de la décomposition
de o en produit de cycles a supports disjoints.

Ex:o=(1,4,5)(2,3) € g est de type [1,2,3].

Pro : Le type (I1,..,15) de tout o € X,, vérifie : I; +.. + 15 =n.

Réciproquement, tout s-uplet (my,..,ms) € (N*)* tel que I3 + .. +I; = n est le type
d’une permutation o € ¥,,.

Pro : Pour o € %, de type (I1,..,1s), ord(c) = ppem(ly, .., 1s).

Ex : Ainsi, 0 = (1,3)(2,4,7,6,5) € 37 est d’ordre 10.

. Signature et groupe alterné. —

Def+Pro : On définit 'application signature sur X, par :

1 si o est un produit de carrés
€:0 € Xy ]
—1 sinon

¢ est un morphisme de groupes de ¥,, vers {—1,1}, de noyau ’ensemble des produits
de carrés de permutations.

Def : On appelle n-ieme groupe alterné A,, le sous-groupe des éléments de ¥, qui
sont des produits de carrés.

Rem : A,, est un sous-groupe distingué de %,,.

Pro: Onae((4,j5)) = —1.

Ainsi, pour tout n > 2, A, est un sous-groupe strict de ¥,,, de cardinal %‘

Pour n =2, Ay = {Id}. Pour n =3, A3 ={Id,(1,2,3),(1,3,2)} ~ Z/37Z.

Ex : Liste des 12 éléments de Ay.

Cor : Pour o = ¢;..c,, avec ¢; de longueur m;, on a (o) = II;(—1)™.

Pro: On a aussi : (o) = HiQ%?(j)

Pro : Pour tout n > 3, A, est (n — 2)-transitif.

. Structure de ¥, et A4,,. —

1. Classes de conjugaison. —

Pro : Soit ¢ = (i1, ..,ix) un k-cycle et o € X,,.
On a o.co™t = (o(i1),..,0(ix)).
Cor : La conjugaison préserve le type.

Cor : Pour tout n > 4, le centre de A,, est trivial.



3.

— Pro : Les 3-cycles sont tous conjugués.
Les doubles-transpositions (i, j)(k, 1) sont toutes conjuguées.

— Pro : Deux permutations de X, sont congruentes ssi elles ont le méme type.

— Rem : Les classes de conjugaison de 3, sont ainsi représentées par le type de 'un
de leurs éléments.

— Dev : Théoréme de Brauer : Soit K un corps de caractéristique quelconque, n > 1,
et 0,0’ €%,.
Alors o et ¢/ sont conjuguées si et seulement si leurs matrices de permutation T, T,
sont semblables dans Gi,, (K).

Générateurs. —

— Thm : Soit n > 2. On a :
i) Les transpositions engendrent %,,.
ii) Les transpositions (1,), V2 > ¢ > n engendrent %,,.
iii) Les transpositions (,7 + 1), V1 >4 > n — 1 engendrent 3,,.
iv) Les permutations (1,2) et (1,2,..,n) engendrent X,,.
— Bx: (kk+1)=(1,2,..,n)F1.(1,2).(1,2,..,n)" =1,
(k,k+1)=(1,k)(1,k+ 1)(1, k).
Pouri < j, (i,5) = ((4,s+1)(i+1,i+2)..(j—2,7-1)(G—1,75).((—-2,5—1)..(¢,i4+1)).
— Cor : Pour n > 3, A, est engendré par les 3-cycles (4, j, k).
— Ex: Pour n >4, (1,2)(3,4) = (1,2,3)(2, 3,4).
— Dev : Pour tout n > 5, le groupe alterné A,, est simple.
— Contre-ex : Le sous-groupe V; des doubles-transpositions de ¥, est distingué dans
Ay.
— Pro : Pour n > 5, le groupe dérivé de X, est A, et le groupe dérivé de A,, et A,,.
— Pro : Sous-groupes distingués de %,,.
— Thm : Les sous-groupes de ¥, d’indice n sont isomorphes a >,,_1.

Applications. —

On se donne K un corps et un n > 1. A est un anneau commutatif unitaire.

1.

Déterminant. —

— Définition du déterminant d’une matrice de taille n x n.

— Pro : det est n-linéaire et alterné.

— Pro : det est invariant par permutation des colonnes ou des lignes.

— Pro : det((aij)i;) = Hoex, €(0)a1,0(1)-On o (n)-

— Ex : det( ch Z) = ad — be.

— Ex : det(A) pour n=3.

— Thm : det est I'unique forme n-linéaire alternée valant 1 sur une base donnée.

— Pro : det(A?) = det(A).

— Thm : Une matrice de M,,(K) est inversible ssi elle envoie la base canonique de K™
sur une base, ssi det(A) € K*.

— App : Pour ay,.,a, € K, on note V,(aq,..,a,) le déterminant de la matrice de
Vandermonde des a;.
On a Vy(a1,..,an) = Ilic;(a; — aj).
La matrice de Vandermonde est donc inversible ssi les a; sont tous distincts.

. Polynomes symétriques, alternés. —
— Def+Pro: On peut faire agir ¥, sur A[X71, .., X,,| par 0.P(X1,.., Xp) = P(X5(1), s Xo(n))-

Pour tout ¢ € 3,,, P+ 0.P est un isomorphisme d’anneaux.
On appelle polynémes symétriques les éléments de A[X7, .., X,,]>".

— Ex: P=XY+YZ+ ZY est un polynéme symétrique de Z[X,Y, Z].

— Def+Pro : Pour 1 < k < n, on définit Xy (X1, .., X,) = Zl§7;1<»-<ikgn Xip - Xi, -
Ces polyndmes sont symétriques, et sont appelés polynémes symétriques élémentai-
res.

— Ex : Pour I’l:2, 20 = ]., 21 = X1 +X2, 22 = XlXQ.

— Ex : Le déterminant de Vandermonde V,, (X1, .., X,,) n’est pas un polynéme symé-
trique si car(K) # 2, mais V,? si.

— Thm : Relations coeflicients-racines : Soit P € A[X] et (o, .., @, ). Onaléquivalence

i) P(X) = (X —a1)..(X —ap).
i) P(X) = X"+ a, 1 X" 1+ .. +agavec a,_; = (=1)18;(aq, .., ap).

— Théoréme de structure des polyndmes symétriques : L’application P — P(Xq,..,%,)
est un isomorphisme d’anneaux A-linéaire entre A[X7,.., X,] et A[X1, .., X,,]®".
Ainsi, tout polynéme symétrique est un polynéme en les polynémes symétriques
élémentaires.

— Algorithme de factorisation d’un polynéme symétrique : Entrées : P. Sortie : S tel
que P(34,..,3,) = P. Initialisation : S=0.

Pour P polynéme symétrique, tant que le monéme de plus haut degré pour l'ordre
lexicographique n’est pas constant, regarder le mondéme X{'..X%", poser

Q=X X7 X X3 poser S=S4Q, et P =P — Q(21,..,Xn).
Lorsque P est constant, renvoyer S + P(0).

— Def : Comme A, est un sous-groupe de X, on peut aussi définir 'ensemble des
polynomes alternés A[X7, .., X,,]4"

— Pro : Soit P un polynéme alterné. Pour tous o,7 tq e(0) = (1), on a 0.P = 7.P.

— Thm : Soit A integre. Pour U,, = IL;;(X; + X), le polynéme W,, := % est &
coefficients entiers, et tout polynéme P € A[X71, .., X,,] alterné s’écrit P = Q+W,,.R
avec Q,R symétriques.

— Rem : Si 2 est inversible dans A, on peut remplacer W,, par V,, et obtenir rapidement
la décomposition souhaitée en écrivant P = w + % pour 7 de signature -1.

— Pro : Formules de Newton : En posant Si(X1,..,X,) = XF+ ..+ X* ona:
W1<k<n,Sp—31.81+.+ (=18 1.5 + (=1)*kZ; = 0.

i) Vk > n, Sp — 21851 + .. + (=118 1.8 + (=1)"Sk_n 3, =0

— App : Caractérisation des matrices nilpotentes : Soit A € M,,(K). A est nilpotente

sse V1 < k <n, Tr(A*) =0.
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